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ABSTRACT 
In the past dynamic responses of a channel bed induced by linear water waves are almost limited 
to a soil layer of infinite thickness, but the soil distribution should be multi-layered in the nature. This 
study tried to clarify analytically the dynamic responses of multiple soil layers. The water is governed 
by potential model, and the soil is analyzed by Biot’s theory of poroelasticity. The results show that 
when the thickness of the soil layer is less than one-fourth wavelength, the dynamic responses are 
different from the case of a single soil layer. Analysis of seepage force shows that the channel bed 
will be unstable only near the troughs of water waves, and will be consolidated only near the peaks of 
water waves. 
(Keywords?multiple soil layers, poroelastic theory, seepage force) 
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?? 
水與土交互作用，不管於自然界中或人
工結構物中，均扮演重要的角色，其力學機
制尤其影響甚鉅。本文即引用 Biot (1956)之
孔隙彈性介質理論，將土層視為孔隙彈性
體，來分析其動力反應。當土層受孔隙介質
流影響而產生剪力破壞或土壤液化時，會對
工程構造物造成基礎的不穩定；本文即是探
討在週期波作用下土層之動力反應，分析其
力學機制。 
關於孔隙彈性介質底床反應相關研究，大
約起始於1950年代，其中又以Biot (1956)所建
立之理論最為完整。Yamamoto (1981)曾將此
理論擴展至有限厚度非均勻成層土層，探討
其孔隙水壓力與有效應力之變化情形。但其
所得並非真正通解，而是特殊情況下之解，
並且其以底床表面壓力為已知，有應用上之
困難。Mei & Foda (1981a, 1981b)以邊界層理
論分析、簡化方程式，將低滲透性土壤之波
動現象分為內、外兩區域分別探討，並應用
於分析底床上之管線或箱涵受水波之應力分
佈。Tsai, McDougal & Sollitt (1990)則延伸 
Mei & Foda (1981a,1981b)之理論至有限厚之
土層，但其應用限制必須是低滲透性土壤材
料。Huang & Chwang (1990)利用波動具週期
性之變化之特性，將Biot所建立之三種波偶和
之線性聯立偏微分方程式，化簡為三條不偶
和之Helmholtz方程式，使其應用分析上更為
便捷。Huang & Song (1993)更成功地應用Biot
所建立之理論配合勢流理論，以分離變數法
解析探討一固定水深且具均勻滲透性之平坦
孔隙彈性介質底床，在線性水波作用下之泥
砂底床動力反應。江宜玲(1994)則於線性水波
外，增加考量均勻水流流速效應，進一步探
討渠道底床之變形研究。 
由以上之討論可知以往研究大多侷限於
單一土層且為半無限域。為了更清楚自然情
況中多層土層於週期波作用下之動力反應，
本文試著建立一多層土層之邊界值問題並加
以解析，再與前人研究結果比較分析，以期
更能了解實際土層分佈之動力反應。 
???? 
本文係將其研究範圍分為均質水體及土
層二部分，若土層有 n層，則以區域(2)到區
域(n+1)表示之，示意圖如圖 1所示。各區之
控制方程式及邊界條件分述如下： 
(一) 控制方程式 
1 均質水體之控制方程式 
文中之均質水體部分採用勢流理論，令
其擾動速動速度為 )1*(V ，則應符合拉普拉斯 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
? 1. ?????? 
Figure 1. Schematic diagram of the study. 
方程式，故可知速度及其流速勢 )1*(Φ 之關係
為 
0)1*(2 =Φ∇                   (1) 
並由不可壓縮及非黏性流體條件可得線性動
量方程式，表示如下 
0)1*(
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式中 fρ 為流體密度， )1*(P 為流體中之擾動壓
力，上標星號(*)表示物理量具有週期性，即
含時間因子 tie ω− ，其中ϖ 為頻率。本文探討
之線性水波可令為單一頻率之規則前進波可
表示成 
)(
0
* 0)( txkiex ωηη −= , ∞<< x0       (3) 
式中 0η 為振幅， 0k 為水波的波數，為一複
數。則區域(1)滿足(1)式之通解型式可表示成 
)(
00
)1*( 0)](sinh)(cosh[ txkieyhkByhkA ω−−+−=Φ (4) 
?? A? B??????h???? 
2 均質土層之控制方程式 
而將圖1中均質土層視為孔隙彈性體，其
動力特性可以Biot (1956)所建立之孔隙彈性
介質理論加以描述，即其土體結構之運動滿
足線彈性理論，而介質中流體與土體結構間
之摩擦力與其彼此平均運動之相對速度成正
比，即流體運動滿足Darcy定律。 
因此依照Biot理論，可將土體結構與介質
中流體偶合的擾動線性運動方程式寫成如
下： 
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式中， 
   ( ) ΙΡ−−= *0** 1 ns τσ                (7) 
( )Ι⋅∇+= *** 2 deG λτ               (8) 
   ( )[ ]Tdde ***
2
1 ∇+∇=          (9) 
   ΙΡ−= *0* nfσ                (10) 
pknb
2
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其中， *sσ 表示土壤之應力張量， *τ 為有
效應力張量， *fσ 表示流體之正向應力張量，
*d 與 *D 分別是土體與流體之位移向量， *Ρ
為孔隙間流體之擾動壓力， sρ 為土體密度，
0n 為底床之孔隙率， µ 為流體動力黏滯係
數， pk 為比滲透係數(單位為長度平方)，G與
λ 為Lame彈性常數， I為單位矩陣(identity 
matrix)，上標T表矩陣之轉置。 
另由土體與流體之連續方程式配合流體
之狀態方程式，考慮孔隙間流體之微可壓縮
性，對孔隙率進行微擾展開，並予線性化後
可得瀦蓄方程式如下(見Verruijt, 1969)： 
( )








∂
∂⋅∇+



∂
∂⋅∇−−=∂
Ρ∂
t
Dn
t
dn
n
K
t
*
0
*
0
0
*
1       (12) 
式中，K為流體之容積彈性模數。 
參考Huang & Chwang (1990)，引入二個
純量位勢 *1Φ 和 *2Φ ，及一個向量位勢 ze3Φ ，
分別表示孔隙介質二種膨脹波及一種旋轉
波，進而可將固體與流體之位移向量表示為 
zed
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1
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            (14) 
其中， 1α 、 2α 、 3α 分別為各種波所造成之
流體位移與土體位移間之比例係數。若孔隙
介質反應為一週期變化，則可將(13)式和(14)
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式代入(5)式及(6)、(12)式，除去時間因子 tie ω−
後，並進一步化簡，可得到三條不偶合
(decoupled)之Helmholtz方程式： 
022 =Φ+Φ∇ jjj k , 3,2,1=j            (15) 
式中， 1k 和 2k 分別是第一種、第二種膨脹波
之波數；而 3k 為旋轉波之波數，均與波動頻
率及底床材料特性有關。由(3)式與(15)式可知
其通解為 
xik
jj eyFyx 0)(),( =Φ , 3,2,1=j      (16) 
將(16)式代入(15)式可得 
0)()()( 220, =−− yFkkyF jjyyj       (17) 
 令 2202 jj kkK −=                   (18) 
且 )Re( jK >0, 3,2,1=j   
可得通解為 
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j
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b
e
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a
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       (19) 
由(19)式可得土層之勢能函數之通解可表示
為 
xikyKjyKj
j ee
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b
e
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a
jj 0])()[(
2
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−+=Φ     (20) 
但由於 −∞→y 時土層為靜止狀態，因此最後
一層土層(即n+1層)之勢能函數應滿足下式 
0)1( →Φ +nj , 3,2,1=j               (21) 
為滿足(21)式，可得土層之勢能函數之通解為 
xikyK
n
jn
j ee
k
a n
j 0
)1(
)( 2
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+
+ =Φ , 3,2,1=j    (22) 
(二) 邊界條件及求解 
本文所探討之邊界條件，分別於自由水
面( hy = )、底床表面( 0=y )與區域(n)與區域
(n+1)交界處( nBy −= )，以下便以這三種邊界
條件加以說明。各區域之表示以上標刮號內
數字表示之。其中因為水體定義為區域(1)，
所以第n層土層定義為區域(n+1)。  
1 自由水面( hy = )之邊界條件 
(1) 動力邊界條件 
ηω gi =Φ )1(     ?              (23) 
(2) 運動邊界條件 
 　 ωηiy −=Φ )1(,     　              (24) 
2 底床表面( 0=y )之邊界條件 
(1) 法線方向總應力連續 
)2*()2*()1*(
fyysyyfyy σσσ += 　    　　　　   (25) 
將(2)、(7)、(8)、(9)、(10)、(12)、(13)及
(14)式代入上式整理後可得 
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(2) 切線方向總應力連續 
)2*()2*()1*(
fyxsyxfyx σσσ += 　   　　　 　   (27) 
將(7)、(8)、(9)、(10)、(12)、(13)及(14)
式代入上式整理後可得 
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022 )2( ,3
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,1 =Φ−Φ+Φ+Φ xxyyxyxy       (28) 
(3) 法線方向流體應力連續 
)2(
0
)2*()1*( / nfyyfyy σσ = ? ?      ? ?(29) 
將(10)、(12)、(13)及(14)式代入上式整理
後可得 
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(4) 法線方向質通量連續 
)2*()1*()2*()2*()2( )( yyyy dVdDn −=−        (31) 
將(13)與(14)式代入上式整理可得 
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3. 土層與土層交界處( nBy −= )之邊界條件 
(1) 法線方向質通量連續 
)()( )1*()1*()1()*()*()( +++ −=− nynynnynyn dDndDn   (33) 
將(13)式與(14)式代入上式整理可得 
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(2) 法線方向流體應力連續 
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0
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將(10)、(12)、(13)及(14)式代入整理可得 
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(3) 法線方向總應力連續 
)1*()1*()*()*( ++ +=+ nfyynsyynfyynsyy σσσσ          (37) 
將(7)、(8)、(9)、(10)、(12)、(13)及(14)
式代入上式整理可得 
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(4) 切線方向總應力連續 
)1*()1*()*()*( ++ +=+ nfyxnsyxnfyxnsyx σσσσ ?  ?(39) 
將(7)、(8)、(9)、(10)、(12)、(13)及(14)
式代入上式整理可得 
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(5) 法線方向固體位移連續 
)1*()*( += nnnn dd                     (41) 
將(13)式代入上式整理後可得 
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(6) 切線方向固體位移連續 
)1*()*( += nyny dd                      (43) 
將(13)式代入上式整理後可得 
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若考慮n層土層，則可得(6n-2)個邊界方程
式，剛好可解 0k 、 )2(1a ~ )1(1 +na 、 )2(2a ~ )1(2 +na 、)2(
3a ~
)1(
3
+na 、 )2(1b ~ )(1nb 、 )2(2b ~ )(2nb 、 )2(3b ~ )(3nb  
共(6n-2)個未知數。 
4 求解 
將式(23)與(24)式代入(4)式後即可求得
均質水體之解；由於土體部分求解待定係數
之方程組係屬於非線性，因此無法直接解
之，故採用數值方法求解。首先給定一初始
值 0k ，再將上述之邊界條件(除了式(26))表示
成矩陣形式 
BAX =                 (45) 
其中 A為 (6n-3)×(6n-3) 之係數矩陣 
B為 (6n-3)×1 之行矩陣 
Tnnn aaabababaX ][ )1(3
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2
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)3(
3
)2(
2
)2(
2
)2(
1
)2(
1
+++⋅⋅⋅=  
如此便可求得一組 X 的解，再代入式(26)檢
驗之，若不合，則重新代回再測試一次，直
至達到滿足為止。求解過程如圖2所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 2. 多層土層求解待定係數流程圖 
Figure 2. Flow chart of solving the undeter
mined coefficients for multi-layered
 soil. 
????? 
本文即以兩層土層(n=2)為例予以說明。
而水體參數與土層參數分別如表1、表2所示。 
(1) 孔隙水壓力 
圖3為第一層土壤於不同厚度與由單一
無限厚度土層所求得解之比較。其中P0為第
一層土層表面之孔隙水壓振幅。由圖3可發
現，隨著土層厚度變小時，孔隙壓力振幅衰
0k , X ?? 
??(26)? 
??????????? 
 
????????? 0k  ??
??? 0k  
Y N
?? BAX = ?? X  
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減速率也隨之變快，當 LB 25.02 = 時於土層
交介面處，其孔隙壓力振幅可相差至4倍，其
中 rkL /2π=  ， rk 為 0k 之實部。另由圖3可
知孔隙壓力相位角分佈可知，當存在一有限
厚度土層時，其相位角隨深度之增加而呈現
不一樣之分佈。當厚度越大時，其發生變異
之點也也隨之往下移動，當 LB 25.02 = 時，
在第一層土層約五分之一深度，相位角即與
無限厚度土層之分佈不同，而 LB =2 時則約
五分之三深度處才開始不同。 
表 1. 採用水體參數 
Table 1. The selected parameters of water.  
項  目 水 單位 
density 1000 3/mkg  
bulk modulus 2.3×109 2/mN  
Depth 2 m  
wave amplitude 0.2 m  
wave period 2 sec  
 
表 2. 採用土壤參數 
Table 2. The selected parameters of soil. 
項  目 
區域2 
(砂) 
區域3 
(多孔岩質) 單位 
Lame’s 
constant G 5.0×10
8 5.0×1010 2/mN
Lame’s 
constant λ 1.0×10
9 5.0×1011 2/mN
Specific 
permeabilit
y 
1.0×10-12 1.0×10-11 2m  
density 2650 2750 3/mkg
porosity 0.4 0.5  
(2)  垂直有效應力 
由週期性水波所引致的土壤垂直有效應
力與剪應力振幅與相位角，其隨深度的分佈
如圖4所示。由圖4可知，垂直有效應力隨深
度衰減之趨勢，與孔隙水壓振幅相反，當土
層厚度變小時，其衰減之速度反而變慢。而
相位角之差異則是隨著土層厚度的變小，而
有明顯的的不同。 
(3)  滲流力分析 
當週期性水波傳入土壤時，因為壓力梯
度不同的關係，於土壤內部會產生一滲流力
J。由土壤力學可知滲流力可表示成：
xPJ x ∂∂−= ** ， yPJ y ∂∂−= ** ，各為x與y
方向之滲流力。其中y方向之滲流力為影響土
壤穩定之重要因素。圖5表示第一層土層之滲
流力等值分佈與向量圖。由圖5可發現當土層
厚度變小時，其等值分佈圖漸漸的呈現不同
之分佈，當 LB 25.02 = 時，可發現其上半部
與下半部分佈成一相位相反之情形。由向量
圖可發現於水波波谷處，其作用力往上，且
於土層較淺處有較大之值，因此在此處易產
生土壤之不安定，反之於水波波峰處作用力
向下，產生密實作用，則土壤較安定。 
????? 
1. 由以上討論可知當第一層土層之限厚度
小到1/4波長時，其動力反應與由無限厚
度土層所得之解析結果有明顯之不同，可
見其土層厚度對於動力反應扮演著重要
角色。 
2. 由滲流力分析可得知其滲流力分佈，當土
壤發生不穩定時，其為位置通常發生於水
波之波谷處，而於水波之波峰處則發生密
實現象。因此可判定於波谷處最有可能產
生土壤之液化或流化現象。 
3. 當由上而下土層其排列不一樣時(如砂-
多孔岩質-超軟質底床或如砂-超軟質底
床-多孔岩質)，其交互作用應是由其材料
特性所控制，如何有效掌握其底料對其動
力反應影響程度，為未來重要研究課題之
一。 
4. 由於渠道之水流具有流速，且具有坡度， 
所以未來可在研究時加入流速及坡度，以
便於更接近自然狀況。 
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圖 3. 第一層土層與單一無限厚度土層之孔隙水壓振幅與相位角比較(取 0=x , 0=t ) 
(實線表第一層土層，虛線表無限厚度土層) 
Figure 3. Comparison of amplitudes and phase angles of pore water pressure. (for 0=x , 0=t )    
(The solid lines denote the first soil layer, and the dashed lines denote infinite soil layer) 
(d) B2=L 
(a) B2=0.25L
(b) B2=0.5L 
(c) B2=0.75L
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圖 4. 第一層土層與單一無限厚度土層之垂直有效應力振幅與相位角比較(取 0=x , 0=t ) 
(實線表第一層土層，虛線表無限厚度土層) 
Figure 4. Comparison of amplitudes and phase angles of vertical effective stress. (for 0=x , 0=t ) 
(The solid lines denote the first soil layer, and the dashed lines denote infinite soil layer) 
(a) B2=0.25L
(b) B2=0.5L 
(c) B2=0.75L
(d) B2=L 
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圖 5. 第一層土層之滲流力等值分佈與向量圖(取 0=t )（一） 
Figure 5. Isograms of seepage force and vector plots in the first soil layer. (for 0=t )  
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圖 5. 第一層土層之滲流力等值分佈與向量圖(取 0=t )（二） 
Figure 5. Isograms of seepage force and vector plots in the first soil layer. (for 0=t )  
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